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4 Omówienie osiπgniÍÊ naukowych

OsiπgniÍciem naukowym, o którym mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 Ustawy z dnia 20 lipca 2018
r., stanowiπcym podstawÍ do ubiegania siÍ o stopieÒ doktora habilitowanego w dyscyplinie
matematyka w dziedzinie nauk úcis≥ych i przyrodniczych jest powiπzany tematycznie cykl
publikacji zatytu≥owany

Nowe metody badania stabilnoúci rozwiπzaÒ równaÒ róøniczkowych

w sk≥ad którego wchodzπ nastÍpujπce artyku≥y:

[A1] A. Michalak, A. Nowakowski, Finite-time stability and finite-time synchronization of
neural network - Dual approach, Journal of the Franklin Institute 354 (18) (2017), 8513-
8528;

[A2] A. Michalak, A. Nowakowski, Fixed-time stability of ODE and fixed-time stability of
neural network, International Journal of Control 94 (12) (2021), 3332-3338;

[A3] A. Michalak, A. Nowakowski, Dual Lyapunov approach to finite time stability for pa-
rabolic PDE, Dynamics of Partial DiÄerential Equations 19 (3) (2022), 177-189;

[A4] A. Michalak, A. Nowakowski, New approach to fixed-time stability of a nonlinear sys-
tem, Nonlinear Analysis: Hybrid Systems 48 (2023), 101337;

[A5] A. Michalak, Finite-time and fixed-time stability analysis for time-varying system -
dual approach, Journal of the Franklin Institute 359 (18) (2022), 10676-10687.

4.1 WstÍp
Wyniki przedstawione w dorobku wchodzπcym w sk≥ad cyklu habilitacyjnego dotyczπ bada-
nia stabilnoúci (w skoÒczonym i sta≥ym czasie) rozwiπzaÒ równaÒ róøniczkowych. W ramach
ca≥ego cyklu zaproponowana zosta≥a nowa dualna metoda podejúcia do stabilnoúci - dualna
metoda Lapunowa (dla równaÒ róøniczkowych zwyczajnych [A1], [A2], [A5] oraz parabolicz-
nych [A3]) oraz nowa metoda wykorzystujπca metody sterowania optymalnego ([A4]).
W autoreferacie omawiam mój oryginalny i indywidualny wk≥ad w prace wspó≥autorskie
([A1], [A2], [A3] [A4]) oraz wyniki uzyskane w indywidualnej publikacji [A5]. Jedynymi wy-
nikami wspólnymi w prezentowanym autoreferacie jest Twierdzenie 21 oraz pojawiajπce siÍ
w sekcjach 4.4 i 4.5 Twierdzenia 25, 28, 29 oraz Przyk≥ady 26 i 27.
Zanim przejdÍ do omówienia powyøszych metod oraz przyk≥adów zastosowania, przypomnÍ
najwaøniejsze definicje i wprowadzÍ potrzebne oznaczenia.
Na przestrzeni ostatniego dziesiÍciolecia w literaturze pojawi≥o siÍ wiele prac dotyczπcych
róønych typów stabilnoúci dla róønych typów równaÒ róøniczkowych. Z praktycznego punktu
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widzenia jednak bardziej interesujπce jest nie tyle wiedzieÊ, czy rozwiπzanie równania róø-
niczkowego jest stabilne, jednostajnie, wyk≥adniczo lub nawet asymptotycznie stabilne, ale
czy dociera i dotyka rozwiπzania zerowego. Jeúli dzieje siÍ to w skoÒczonym czasie (nazy-
wanym czasem osadzania), to mówimy o stabilnoúci w skoÒczonym czasie. Gdy dodatkowo
czas ten jest niezaleøny od warunków poczπtkowych, to mamy do czynienia ze stabilnoúciπ
w sta≥ym czasie. Wszystkie wyniki przedstawione w cyklu habilitacyjnym dotyczπ w≥aúnie
tych dwóch pojÍÊ: stabilnoúci w skoÒczonym (finite-time) i sta≥ym (fixed-time) czasie.
PojÍcie stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym czasie zosta≥o szeroko rozwiniÍte w literaturze
([3], [8], [17], [22], [23], [25], [26]). Jeúli sta≥y czas osadzania moøna równieø wyraziÊ w termi-
nach parametrów równania, odnosi siÍ to do pojÍcia stabilnoúci w czasie okreúlonym (ang.
prescribed-time stability) ([9], [11], [12], [13], [27], [28], [29]).
G≥ównym narzÍdziem do badania róønych rodzajów stabilnoúci jest funkcja Lapunowa. Naj-
czÍúciej wystÍpujπcymi wystarczajπcymi warunkami dla stabilnoúci w sta≥ym czasie sπ V̇ ˛
≠r(V (x)), gdzie V jest funkcjπ Lapunowa, a r jest ciπg≥π, dodatnio okreúlonπ funkcjπ (zobacz
[22], [23]) lub V̇ ˛ ≠(aV (x)–Ÿ + bV (x)—Ÿ ), a, b,–, —,Ÿ > 0, Ÿ– < 1, Ÿ— > 1 (np. patrz [17]).
Te warunki sta≥y siÍ niezwykle popularne w artyku≥ach dotyczπcych stabilnoúci w sta≥ym
czasie, ale w rzeczywistoúci opisujπ stabilnoúÊ w czasie okreúlonym (np. Twierdzenie 2 i 4
w [25]). Inni autorzy zajmujπcy siÍ stabilnoúciπ w sta≥ym czasie rozwijali jedynie powyøszy
warunek, ale zawsze by≥ to warunek o podobnej formie (np. patrz [10], [14]).
W prezentowanym przeze mnie cyklu przedstawiona metoda badania stabilnoúci w sta≥ym
i skoÒczonym czasie zosta≥a przeze mnie nazwana metodπ dualnπ. Jest ona rozwiniÍciem
metody zapoczπtkowanej przeze mnie w pracy [21], a inspiracjπ wprowadzenia tego typu
dualnoúci by≥a praca [24]. Jest to zupe≥nie nowe podejúcie do badania stabilnoúci w sta≥ym
i skoÒczonym czasie dla rozwiπzaÒ równaÒ róøniczkowych zwyczajnych oraz stabilnoúci w
sta≥ym czasie dla rozwiπzaÒ równaÒ róøniczkowych parabolicznych.
RozpocznÍ (sekcja 4.2.1) od prezentacji wyników dla uk≥adów równaÒ róøniczkowych zwy-
czajnych postaci:

xÕ = f(t, x) (1)

z prawπ stronπ typu Caratheodory’ego. Uk≥ady takie rozwaøane sπ w pracach [A1] i [A2],
a uzyskane wyniki wykorzystywane sπ do badania stabilnoúci sztucznej sieci neuronowej
zapisanej w nastÍpujπcej postaci:

xÕi(t) = ≠
nÿ

j=1
aijxj(t) +

nÿ

j=1
bij(t)gj(t, xj(t)) + Ii(t), i = 1, . . . , n. (2)

Jest o tyle nowatorskie zastosowanie, gdyø w rozwaøanych tu sieciach wspó≥czynniki b i
funkcja aktywacji g zaleøy od czasu, dlatego w praktyce moøemy wyniki zastosowaÊ do
bardziej ogólnych modeli sieci, niø te wystÍpujπce powszechnie w literaturze (por. [15], [16],
[30]).
Wyniki uzyskane dla sieci neuronowych zaprezentujÍ w oddzielnej sekcji (sekcja 4.4). W pracy
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[A3] badane sπ uk≥ady równaÒ róøniczkowych parabolicznych (wyniki przedstawiÍ w sekcji
4.2.3), w [A4] zaprezentowane jest zupe≥nie inne i nowe spojrzenie na problem stabilnoúci
w sta≥ym czasie rozwiπzania zerowego uk≥adu równaÒ róøniczkowych zwyczajnych (dlatego
wyniki zawarte sπ w oddzielnej sekcji 4.3), a w [A5] rozwaøam specyficzny uk≥ad równaÒ
róøniczkowych (sekcja 4.2.2). Samo pojÍcie i idea stabilnoúci w sta≥ym lub skoÒczonym czasie
jest takie samo, natomiast omawiajπc prace [A3], [A4] i [A5] wrócÍ jeszcze do doprecyzowania
definicji w tych szczególnych sytuacjach.
W ramach ca≥ego cyklu pojawia siÍ pojÍcie przestrzeni prymalnej i dualnej. Za kaødym razem
(za wyjπtkiem sytuacji, gdy podane jest inaczej) mówiπc o przestrzeni prymalnej bπdü dualnej
mam na myúli otwarty podzbiór przestrzeni Rn zawierajπcy element 0. PojÍcie dualnoúci w
badaniu stabilnoúci, jak równieø pojÍcie dualnej przestrzeni, dualnego równania czy dualnej
funkcji Lapunowa zosta≥o wprowadzone przeze mnie w pracy [21], a nastÍpnie rozwijane
w pracach stanowiπcych cykl habilitacyjny. Idea dualnoúci tego typu zosta≥a zainspirowana
pracπ [24], lecz pojÍcia te zosta≥y przeze mnie wykorzystane w zupe≥nie inny sposób. W ten
sposób zosta≥a opracowana przeze mnie nowa metoda badania stabilnoúci (nazywana przeze
mnie metodπ dualnπ). Nie ma ona nic wspólnego z pojÍciem dualnoúci znanym w literaturze.
PojÍcie dualnoúci pojawia siÍ tutaj za sprawπ wprowadzenia przestrzeni dualnej, do której
przenoszÍ rozwaøania na temat stabilnoúci.
G≥ównym narzÍdziem wykorzystywanym przeze mnie w celu stwierdzania stabilnoúci w skoÒ-
czonym lub sta≥ym czasie jest dualna funkcja Lapunowa oraz lemat porównawczy (we wszyst-
kich pracach wchodzπcych w sk≥ad cyklu korzystam z Lematu pochodzπcego z pracy [19]
(Stwierdzenie 2.3)). Idea dualnego podejúcia w badaniu stabilnoúci polega na przeniesieniu
rozwaøaÒ dotyczπcych stabilnoúci do nowej przestrzeni (nazwanej przestrzeniπ dualnπ), gdzie
rozwaøany jest dualny uk≥ad równaÒ. W przestrzeni tej wprowadzam funkcjÍ Lapunowa, któ-
rπ nazywam dualnπ funkcjπ Lapunowa. Jeúli dualna funkcja Lapunowa spe≥nia odpowiednie
warunki, to mogÍ orzekaÊ o stabilnoúci rozwiπzania zerowego uk≥adu prymalnego w skoÒ-
czonym i sta≥ym czasie ([A1], [A2] i [A3]). W pracy [A5] rozwaøam uk≥ad dwóch równaÒ
(równania prymalnego i dualnego) i poprzez rozszerzenie definicji dualnej funkcji Lapuno-
wa na obie zmienne przestrzenne, mogÍ wnioskowaÊ o równoczesnej stabilnoúci rozwiπzania
zerowego uk≥adu prymalnego i dualnego (zarówno w skoÒczonym jak i w sta≥ym czasie).
Natomiast w pracy [A4] zastosowane jest zupe≥nie nowe podejúcie do badania stabilnoúci w
skoÒczonym i sta≥ym czasie. Zaproponowana metoda wykorzystuje w absolutnie nowatorskiej
formie metody programowania dynamicznego (metoda ta opisana jest w sekcji 4.3).

4.2 Dualne podejúcie typu Lapunowa

4.2.1 Uk≥ady równaÒ róøniczkowych zwyczajnych ([A1], [A2])

W sekcji tej przedstawiÍ opracowanπ przeze mnie dualnπ metodÍ badania stabilnoúci w skoÒ-
czonym i sta≥ym czasie rozwiπzaÒ równaÒ róøniczkowych zwyczajnych. Podam warunki wy-
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starczajπce stabilnoúci odpowiedniego typu.
Wiele autorów w pracach dotyczπcych stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym czasie (m.in. [22],
[23]) stosuje warunek typu V̇ (x) ˛ ≠r(V (x)), gdzie V jest funkcjπ Lapunowa, a r to ciπg≥a,
dodatnio okreúlona funkcja. W prezentowanej przeze mnie dualnej metodzie otrzymujÍ wy-
starczajπcy warunek stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym czasie poprzez dualnπ nierównoúÊ
Hamiltona-Jacobiego typu (13) lub (14). W pracach [22], [23] oszacowanie czasu ustalania
jest dokonywane za pomocπ nieznanej a priori funkcji Lapunowa V , w dualnym podejúciu
oszacowanie dokonane jest za pomocπ znanej funkcji c(t) naleøπcej do klasyM (stabilnoúÊ
w skoÒczonym czasie) lub MB (stabilnoúÊ w sta≥ym czasie).Warto zauwaøyÊ, øe w tych
warunkach funkcja c(t) zaleøy od czasu t i moøe byÊ jedynie mierzalna tylko wzglÍdem t.
Przedstawione podejúcie jest zupe≥nie nowe, m.in Twierdzenie 5 i jego dowód nie majπ od-
powiedników w literaturze.
Autorzy prac [23] i [22] podajπ warunek konieczny i wystarczajπcy dla stabilnoúci w sta≥ym
czasie, lecz rozwaøajπ uk≥ady z prawπ stronπ ciπg≥π, a tu wymagane jest jedynie, aby prawa
strona równania spe≥nia≥a warunek Caratheodory’ego.
SekcjÍ tÍ rozpocznÍ od wprowadzenia kilku potrzebnych pojÍÊ i definicji. BÍdÍ rozwaøaÊ
uk≥ad równaÒ róøniczkowych zwyczajnych nastÍpujπcej postaci:

xÕ(t) = f(t, x(t)), (3)

gdzie f : [0,+Œ) ◊ X æ Rn jest mierzalna w sensie Lebesgue’a ze wzglÍdu na pierwszπ
zmiennπ i ciπg≥a ze wzglÍdu na drugπ zmiennπ; X jest otwartym podzbiorem Rn takim, øe
0 œ X ; f(t, 0) = 0 dla t ˇ 0 oraz istnieje wstÍpujπca rodzina zbiorów zwartych o niespustym
wnÍtrzu Qk µ X taka, øe 0 œ int Q1,

t
kœN int Qk = X i istnieje mk œ LŒ([0,Œ)), k œ N

takie, øe dla prawie wszystkich t ˇ 0 i wszystkich x œ Qk, f spe≥nia |f(t, x)| < mk(t), gdzie
LŒ([0,Œ)) jest zbiorem wszystkich istotnie ograniczonych funkcji mierzalnych.
OznaczÍ (podobnie jak w [21]) poprzez X i XŒ, (XŒ µ X), zbiory funkcji absolutnie ciπg≥ych
x : Ix æ Rn, takich,øe:

X = {x : Ix µ [0,+Œ), x(t) œ X , xÕ(t) = f(t, x(t)), dla p.w. t œ Ix,

x jest prawostronnie wysycone},
XŒ = {x : Ix µ (0,+Œ), x(t) œ X , xÕ(t) = f(t, x(t)) dla p.w.t œ Ix}.

Przed wprowadzeniem pojÍÊ stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym czasie przypomnÍ dwie de-
finicje (definicje te pojawiajπ siÍ w [21] i [19] odpowiednio):
Powiemy, øe funkcja ’ : [0,+Œ) æ [0,+Œ) naleøy do klasy K1 jeúli jest rosnπca oraz
’(0) = 0.
Powiemy, øe funkcja c : (0,+Œ)æ (0,+Œ) naleøy do klasyM jeúli jest funkcjπ nieujemnπ,
mierzalnπ, ograniczonπ z góry na kaødym zwartym podprzedziale (0,Œ) i takπ, øe istnieje
tc ˇ 0 takie, øe

+Œs

tc
c(·)d· = +Œ.
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Kolejna definicja zosta≥a przeze mnie wprowadzona w pracy [A2]. Definiuje ona klasÍ funkcji
MB, która jest rozszerzeniem klasyM i pe≥ni kluczowπ rolÍ w twierdzeniu o stabilnoúci w
sta≥ym czasie (m.in. w Twierdzeniach 4 i 5).
NiechMB bÍdzie klasπ funkcji naleøπcych doM i takich, øe istnieje t1 > 0 i U > 0 takie,
øe
+Œs

t

1
c(·)d· < U dla wszystkich t > t1.

4.2.1.1 Funkcja czasu osadzania i definicja stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym
czasie

W analizie stabilnoúci w skoÒczonym lub sta≥ym czasie, najwaøniejszym zagadnieniem jest
estymacja funkcji czasu osadzania, która dla danej trajektorii (tj. trajektorii startujπcej z
danego punktu poczπtkowego) okreúla czas „dotarcia” tej trajektorii do trajektorii zerowej.
Dla dowolnego t0 ˇ 0, x0 œ X \ {0} i Ï œ X takich, øe Ï(t0) = x0 oznaczmy poprzez
dÏ(t0, x0) skoÒczonπ wartoúÊ (o ile istnieje) takπ, øe Ï(t) œ X dla t œ (t0, dÏ(t0, x0)) i
limtædÏ(t0,x0)≠ Ï(t) = 0.
Niech

·Ï(t0, x0) =
I
dÏ(t0, x0), jeúli istnieje
+Œ, w przeciwnym wypadku. (4)

Odwzorowanie S : [0,+Œ) ◊ X æ Rn fi {+Œ} nazwiemy funkcjπ czasu osadzania, jeúli
S(t0, 0) = t0 dla dowolnego t0 ˇ 0 i dla dowolnych t0 ˇ 0 i x0 œ X \ {0}, S(t0, x0) =
sup{·Ï(t0, x0), Ï œ X takie, øe Ï(t0) = x0}.
Powiemy, øe rozwiπzanie zerowe (3) jest stabilne w skoÒczonym czasie jeúli jest stabilne i dla
kaødego t0 ˇ 0 istnieje ” > 0 taka, øe dla kaødego rozwiπzania (3) spe≥niajπcego |x(t0)| < ”,
funkcja czasu osadzania S(t0, x(t0)) jest skoÒczona.
Powiemy, øe rozwiπzanie zerowe (3) jest stabilne w sta≥ym czasie jeúli jest stabilne w skoÒ-
czonym czasie i dla t0 > 0 funkcja czasu osadzania S(t0, x0)jest lokalnie ograniczona na X
oraz sup

x0œX
S(t0, x0) < +Œ.

4.2.1.2 Za≥oøenia o funkcji W i dualna funkcja Lapunowa T

Niech P bÍdzie otwartym podzbiorem Rn, takim, øe 0 œ P . W zbiorze P , nazywanym
przestrzeniπ dualnπ zdefiniujÍ pomocniczπ funkcjÍ W : [0,+Œ)◊ P æ R dwóch zmiennych
(t, y) przyjmujπcπ wartoúci rzeczywiste.
Symbol Õ oznacza pochodnπ po zmiennej t, a Wt pochodnπ po pierwszej zmiennej funkcji
W , natomiast Wy pochodnπ funkcji W po drugiej zmiennej. Symbol Wyy oznacza macierz
pochodnych drugiego rzÍdu po drugiej zmiennej funkcji W .
O funkcji W za≥óømy, øe spe≥nia:
(Z1): W œ C1([0,+Œ) ◊ P) oraz dla wszystkich t ˇ 0, zachodzi Wy(t, 0) = 0,W (t, 0) =
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0, Wy(·, ·) jest funkcjπ lokalnie lipschitzowskπ, ≠Wy(t,P) µ X ,≠Wy(t,P) µ P i istnieje
Wyy(·, ·).
WprowadzÍ nastÍpujπce równanie, które bÍdÍ nazywaÊ równaniem dualnym. Równanie w
takiej postaci zosta≥o wprowadzone przeze mnie po raz pierwszy w pracy [21], tam teø zosta≥o
nazwane równaniem dualnym:

d

dt
Wy(t, y(t)) = ≠f(t,≠Wy(t, y(t))) dla p.w. t œ Iy, Iy µ [0,+Œ) (5)

oraz zbiór funkcji absolutnie ciπg≥ych P = {y : Iy æ Rn, y(t) œ P dla t œ Iy spe≥nia (5)}.
Elementy zbioru P bÍdÍ nazywaÊ rozwiπzaniami (5).
ZdefiniujÍ teraz dualnπ funkcjÍ Lapunowa T : [0,+Œ)◊ P æ R nastÍpujπco:

T (t, y) =W (t, y)≠ yWy(t, y). (6)

O funkcji T zak≥adam, øe spe≥nia nastÍpujπcy warunek wzrostu:

T (t, y) ˇ a1(|y|) (7)

dla wszystkich t ˇ 0 i y œ P i pewnej funkcji a1 œ K1. W niektórych twierdzeniach (por.
Twierdzenie 5) os≥abiÍ ten warunek do warunku postaci:

T (t, y) > 0 dla y ”= 0 oraz T (t, 0) = 0 dla t ˇ 0. (8)

PrzestrzeÒ prymalnπ X i dualnπ P ≥πczy nastÍpujπcy operator przejúcia:

X – x = ≠Wy(t, y) dla wszystkich t ˇ 0 i y œ P. (9)

Zak≥adam, øe funkcja W : [0,+Œ) ◊ P æ R spe≥nia nastÍpujπce warunki, które oznaczÍ
jako (Z2):

1. dla kaødego Á > 0 i kaødego t0 ˇ 0 istnieje Á1 > 0 takie, øe dla wszystkich t ˇ t0 i
y œ P, jeøeli |y| < Á1, to |Wy(t, y)| < Á.

2. dla kaødego x œ X istnieje y œ P takie, øe Ix µ Iy i dla kaødego t œ Ix zachodzi
x(t) = ≠Wy(t, y(t)).

3. dla wszystkich t0 ˇ 0 i ”1 > 0 istnieje ” > 0 taka, øe dla kaødego x œ X, jeøeli
|x(t0)| < ”, to istnieje y œ P takie, øe |y(t0)| < ”1.

Za≥oøenieWy(t, 0) = 0 dla t œ [0,Œ) jest konieczne, aby rozwiπzaniu zerowemu y = 0 w prze-
strzeni dualnej odpowiada≥o rozwiπzanie zerowe x = 0 w przestrzeni prymalnej, gdyø mamy
≠Wy(t, 0) = x = 0. Zatem aby uzyskaÊ konkluzje dotyczπce wybranego typu stabilnoúci nie
potrzebujÍ zak≥adaÊ, øe Wy(t, 0) = 0, ale wtedy rozwiπzaniu zerowemu w przestrzeni dualnej
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odpowiada rozwiπzanie x̄(t) = ≠Wy(t, 0) w przestrzeni prymalnej, gdzie x̄(t) œ X jest abso-
lutnie ciπg≥a, x̄(t) spe≥nia (3) i naleøy do XŒ. Oznacza to równieø, øe nie ma koniecznoúci,
aby f(t, 0) = 0. Wtedy natomiast mam x̄Õ(t) = f(t, x̄(t)) oraz wtedy to rozwiπzanie x̄(t) jest
stanem równowagi równania (3), którego stabilnoúÊ badam. W takim wypadku wszystkie
definicje dotyczπce funkcji ≠Wy muszπ byÊ przesuniÍte o x̄(t) (por. przyk≥ad 27).
W obu artyku≥ach [A1], [A2] zak≥adam, øe pomocnicza funkcjaW spe≥nia dualnπ nierównoúÊ
Hamiltona-Jacobiego postaci (10), natomiast w [A5] nierównoúÊ postaci (11). W pracy [21]
w Stwierdzeniu 1 i 2 pokaza≥am, øe dualna funkcja Lapunowa T , spe≥niajπca (10) bπdü (11),
jest nierosnπca wzd≥uø odpowiednich rozwiπzaÒ. Fakt ten jest niezbÍdny w twierdzeniach
dotyczπcych stabilnoúci. Dla przejrzystoúci póüniejszych wnioskowaÒ przywo≥am wspomniane
stwierdzenia:

Stwierdzenie 1 ([21], [A1] Proposition 11) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ) ◊ P æ R
spe≥niajπca za≥oøenie (Z1) oraz taka, øe dla prawie wszystkich t ˇ 0 i kaødego z œ Wy(t,P)
zachodzi nierównoúÊ

ˆ

ˆt
(W (t, z)≠ zWy(t, z))≠ zWyy(t, z)f(t, z) ˛ 0, (10)

wtedy dla dowolnego y œ P funkcja

Iy – t ‘æ T (t,≠Wy(t, y(t)))

jest nierosnπca.

Stwierdzenie 2 [21] Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ) ◊ P æ R spe≥niajπca za≥oøenie
(Z1) oraz taka, øe dla prawie wszystkich t ˇ 0 i kaødego z œ Wy(t,P) zachodzi nierównoúÊ

ˆ

ˆt
W (t, y) + yf(t,≠Wy(t, y)) ˛ 0 (11)

wtedy dla dowolnego y œ P funkcja

Iy – t ‘æ T (t, y(t))

jest nierosnπca.

4.2.1.3 Twierdzenia o stabilnoúci

W pracy [21] za≥oøenie (10) wraz z warunkiem wzrostu (7) oraz „klasycznymi” za≥oøeniami
o funkcji Lapunowa dawa≥o w rezultacie wniosek o stabilnoúci rozwiπzania zerowego ba-
danego równania. Teraz, chcπc uzyskaÊ stabilnoúÊ w skoÒczonym czasie muszÍ wzmocniÊ
(10) do postaci (12) poprzez do≥oøenie do lewej strony nierównoúci nieujemnego sk≥adnika
c(t)(T (t, z))– > 0. Zatem prawdziwe jest nastÍpujπce twierdzenie:
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Twierdzenie 3 ([A1] Theorem 14) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ)◊P æ R spe≥niajπca
(7) oraz za≥oøenia (Z1) oraz (Z2) i istnieje c œ M oraz – œ (0, 1) takie, øe dla (t, z) œ
[0,+Œ)◊ (≠Wy(t,P)) zachodzi

ˆ

ˆt
(W (t, z)≠ zWy(t, z))≠ zWyy(t, z)f(t, z) + c(t)(T (t, z))– ˛ 0 (12)

wtedy rozwiπzanie zerowe równania (3) jest stabilne w skoÒczonym czasie. Co wiÍcej, funkcjÍ
czasu osadzania dla trajektorii startujπcych z punktu (t0, x0) niedaleko punktu (t0, 0) moøna
oszacowaÊ nastÍpujπco:

S((t0, x0) ˛ tc,T (t0,≠Wy(t,y0)),

gdzie y0 jest takim punktem w przestrzeni dualnej, øe x0 = ≠Wy(t0, y0).

Idea dowodu opiera siÍ na wynikach z pracy [21] oraz wykorzystuje lemat porównawczy w celu
stwierdzenia stabilnoúci w skoÒczonym czasie (por. Stwierdzenie 2.3 [19]). Czas tc,T (t0,≠Wy(t,y0))
pochodzi wprost z dowodu lematu porównawczego, gdzie

tc,z = inf

Y
_]

_[
t̄ ˇ t :

t̄⁄

t

c(·)d· =
|z|1≠‡

1≠ ‡

Z
_̂

_\

(por. [19] lub wzór (18) w pracy [A1]).
Teza nastÍpnego twierdzenia dotyczy stabilnoúci w sta≥ym czasie. Dodatkowym za≥oøeniem,
które naleøy uwzglÍdniÊ jest wzmocniony warunek dotyczπcy funkcji c. Teraz c œMB, i jest
to warunek kluczowy, a zarazem wystarczajπcy, aby otrzymaÊ stabilnoúÊ w sta≥ym czasie.

Twierdzenie 4 ([A2] Theorem 1) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ)◊ P æ R spe≥niajπca
(7) oraz za≥oøenia (Z1) i (Z2) i istnieje c œ MB oraz – œ (0, 1) takie, øe dla (t, z) œ
[0,+Œ)◊ (≠Wy(t,P)) zachodzi

ˆ

ˆt
(W (t, z)≠ zWy(t, z))≠ zWyy(t, z)f(t, z) + c(t)(T (t, z))– ˛ 0 (13)

wtedy rozwiπzanie zerowe równania (3) jest stabilne w sta≥ym czasie.

W dowodzie wykorzystujÍ w≥asnoúci klasyMB, m.in. z faktu, øe c œMB wynika, øe istnieje
funkcja pierwotna cp, która jest rosnπca. Zatem istnieje równieø funkcja do niej odwrotna
(cp)≠1. Te w≥asnoúci klasy MB pozwalajπ, aby ze stabilnoúci w skoÒczonym czasie przejúÊ
do stabilnoúci w sta≥ym czasie.

Kolejne twierdzenie pochodzi z pracy [A2]. Jego teza mówi co prawda o stabilnoúci w sta≥ym
czasie, jednakøe zmieniajπc za≥oøenie c œMB na c œM w oczywisty sposób mogÍ uzyskaÊ
wynik dotyczπcy stabilnoúci w skoÒczonym czasie. W twierdzeniu tym korzystam równieø
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z innej postaci nierównoúci Hamiltona-Jacobiego, mianowicie postaci (14). W pracy [21]
wystÍpowa≥a nierównoúÊ postaci (11), a teraz po do≥oøeniu nieujemnego sk≥adnika do lewej
strony nierównoúci otrzymujÍ nierównoúÊ postaci (14), a w tezie konluzjÍ na temat stabilnoúci
w sta≥ym czasie. Bardzo istotne jest, øe w (14) wystÍpuje funkcja g(·), dolnie pó≥ciπg≥a,
nierosnπca i taka, øe g(0) = 0. Jest to istotne uogólnienie w stosunku do Twierdzenia 4,
gdzie po lewej stronie nierównoúci by≥ skladnik c(t)(T (t, z))–. Jest to wynik ogólniejszy, a
zatem obejmuje znacznie szerszπ klasÍ równaÒ.

Twierdzenie 5 ([A2] Theorem 2) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ)◊ P æ R spe≥niajπca
(8) oraz za≥oøenia (Z1) i (Z2) i istnieje c œMB i funkcja g(·), dolnie pó≥ciπg≥a, nierosnπca
i taka, øe g(0) = 0 oraz

s b
0
1
g(s)ds <Œ dla b > 0 i zachodzi warunek

ˆ

ˆt
W (t, y) + yf(t,≠Wy(t, y)) + c(t)g(T (t, y)) ˛ 0 dla (t, y) œ [0,+Œ)◊ P , (14)

wtedy rozwiπzanie zerowe równania (3) jest stabilne w sta≥ym czasie.

Kolejne stwierdzenie pokazuje jak moøna powiπzaÊ (poprzez funkcjÍ W ) rozwiπzanie zerowe
w przestrzeni dualnej z rozwiπzaniem zerowym w przestrzeni prymalnej poprzez w≥asnoúÊ
stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym czasie. Zastosowanie poniøszego stwierdzenia jest zilu-
strowane m.in. w przyk≥adzie 32.

Stwierdzenie 6 ([A5] Proposition 13) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ) ◊ P æ R spe≥-
niajπca (Z1), (Z2) i rozwiπzanie zerowe równania (5) jest stabilne w sta≥ym (skoÒczonym)
czasie, to odpowiadajπce mu rozwiπzanie zerowe równania (3) jest równieø stabilne w sta≥ym
(skoÒczonym) czasie.

4.2.2 Uk≥ad dwóch równaÒ: prymalny i dualny ([A5])

ZaleønoúÊ pomiÍdzy stabilnoúciπ rozwiπzania dualnego i prymalnego, czyli teza stwierdzenia 6
sta≥a siÍ inspiracjπ do badaÒ przedstawionych poniøej. PokaøÍ w nich zastosowanie dualnych
narzÍdzi majπce na celu stwierdzenie jednoczesnej stabilnoúci rozwiπzaÒ zerowych równa-
nia prymalnego i dualnego. Wyniki przedstawione w tej sekcji sπ znaczπcym rozszerzeniem
tych uzyskanych w [A5] i [A2], gdzie badana by≥a stabilnoúÊ tylko w przestrzeni prymalnej.
Wyniki tej sekcji dotyczπ stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym czasie rozwiπzaÒ uk≥adu (15)
sk≥adajπcego siÍ z równania prymalnego i dualnego. G≥ównym wynikiem tej sekcji jest otrzy-
manie warunków wystarczajπcych jednoczesnej stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym czasie dla
równania prymalnego i dualnego. Warto teø podkreúliÊ, øe nie badano dotychczas stabilnoúci
w skoÒczonym i sta≥ym czasie rozwiπzaÒ równania dualnego, zatem wyniki [A5] sπ zupe≥nie
nowe i oryginalne. Dualne narzÍdzia przedstawione w tej sekcji mogπ s≥uøyÊ równieø jako
nowe narzÍdzie do badania stabilnoúci w skoÒczonym lub sta≥ym czasie jedynie równania
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dualnego (por. Przyk≥ad 31). W sekcji tej rozszerzam równieø definicjÍ dualnej funkcji La-
punowa na trzy zmienne.
Rozwaøam nastÍpujπcy uk≥ad dwóch równaÒ:

Y
]

[

d
dtx(t) = f(t, x(t)),
d
dt(Wy(t, (y(t)))) = ≠f(t,≠Wy(t, (y(t)))),

(15)

gdzie (x, y) œ Rn ◊ Rn jest zmiennπ stanu uk≥adu, f : [0,+Œ) ◊ X æ Rn jest mierzalna
w sensie Lebesgue’a ze wzglÍdu na pierwszπ zmiennπ i ciπg≥a ze wzglÍdu na drugπ zmiennπ
dla prawie wszystkich t œ [0,+Œ) oraz f(t, 0) = 0. Zauwaømy, øe jeúli y(t) œ P to x(t) =
≠Wy(t, y(t)) œ X, oraz co wiÍcej, jeúli y(t) © 0 jest rozwiπzaniem dualnego równania, to
x(t) © 0 jest rozwiπzaniem równania prymalnego. Powiemy, øe (x, y) jest rozwiπzaniem
uk≥adu (15) jeøeli x œ X oraz y œ P.

Uwaga 7 [A5] ParÍ funkcji (x, y) © (0, 0) œ X◊P bÍdziemy nazywaÊ rozwiπzaniem zerowym
uk≥adu (15).

Moim celem jest zbadanie stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym czasie rozwiπzania zerowego
uk≥adu (15). Przy wczeúniej uczynionych za≥oøeniach w sekcji 4.2.1.2 zdefiniujÍ warunki
wystarczajπce takiej stabilnoúci. W tym celu muszÍ przedefiniowaÊ dualnπ funkcjÍ Lapunowa
T na funkcjÍ trzech zmiennych. OznaczÍ jπ jako T .
Niech T : [0,+Œ)◊ X ◊ P æ R,

T (t, x, y) =W (t, y) + xy. (16)

Od funkcji Lapunowa zwykle wymaga siÍ, aby by≥a nierosnπca wzd≥uø rozwiπzaÒ uk≥adu
i spe≥nia≥a odpowiednie warunki wzrostu. Zatem najpierw naleøy stwierdziÊ w≥asnoúÊ od-
powiedniej monotonicznoúci T wzd≥uø rozwiπzaÒ uk≥adu (15). Stosujπc klasyczne metody
dowodowe otrzymujÍ nastÍpujπce stwierdzenie:

Stwierdzenie 8 ([A5] Proposition 7) Jeúli funkcja W spe≥nia za≥oøenia z paragrafu 4.2.1.2
oraz zak≥adajπc, øe dla prawie wszystkich t ˇ 0 i wszystkich y œ P, funkcja W spe≥nia
nierównoúÊ Hamiltona-Jacobiego postaci (11), wtedy funkcja Iy – t ‘æ T (t,≠Wy(t, y(t)), y(t))
jest nierosnπca.

Za≥óømy ponadto nastÍpujπcy warunek wzrostu:

W (t, y)≠ yWy(t, y) ˇ a(|y|) (17)

dla wszystkich t > 0 i y œ P i pewnej funkcji a œ K1.
NastÍpne twierdzenie podaje warunki wystarczajπce, aby rozwiπzanie zerowe uk≥adu (15)
by≥o stabilne.
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Twierdzenie 9 ([A5] Theorem 8) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ)◊ P æ R spe≥niajπca
(Z1), (Z2), (11) oraz (17) to rozwiπzanie zerowe uk≥adu (15) jest stabilne.

Kolejne dwa twierdzenia mówiπ o stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym czasie rozwiπzania
zerowego uk≥adu (15).

Twierdzenie 10 ([A5] Theorem 9) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ)◊P æ R spe≥niajπca
(Z1), (Z2), (11), (17) oraz istnieje funkcja c œ M i g(·) dolnie pó≥ciπg≥a i niemalejπca,

g(0) = 0,
bs

0

1
g(s)ds <Œ dla b > 0 taka, øe funkcja T zdefiniowana w (16) spe≥nia

ˆ

ˆt
W (t, y) + yf(t,≠Wy(t, y)) + c(t)g(T (t,≠Wy(t, y), y)) ˛ 0 (18)

dla (t, y) œ [0,+Œ) ◊ P, to rozwiπzanie zerowe uk≥adu (15) jest stabilne w skoÒczonym
czasie.

Twierdzenie 11 ([A5] Theorem 10) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ) ◊ P æ R spe≥-
niajπca (Z1), (Z2), (11) oraz (17) oraz istnieje funkcja c œ MB i g(·) dolnie pó≥ciπg≥a i

niemalejπca, g(0) = 0,
bs

0

1
g(s)ds <Œ dla b > 0 taka, øe funkcja T zdefiniowana w (16) spe≥nia

ˆ

ˆt
W (t, y) + yf(t,≠Wy(t, y)) + c(t)g(T (t,≠Wy(t, y), y)) ˛ 0 (19)

dla (t, y) œ [0,+Œ)◊ P, to rozwiπzanie zerowe uk≥adu (15) jest stabilne w sta≥ym czasie.

Dowody tych twierdzeÒ wykorzystujπ miÍdzy innymi w≥asnoúci klasM iMB odpowiednio
oraz korzystajπ z lematu porównawczego. Przebiegajπ analogicznie do dowodów TwierdzeÒ
3, 4 i 5.

Uwaga 12 Stwierdzenie 6 oznacza miÍdzy innymi, øe Twierdzenia 10 oraz 11 mogπ byÊ
równieø wykorzystywane jako nowe narzÍdzia do badania stabilnoúci w sta≥ym (skoÒczonym
czasie) rozwiπzania zerowego prymalnego równania (3).

4.2.2.1 Region atrakcji

PojÍcie regionu atrakcji zosta≥o wprowadzone przeze mnie w pracy [A5] jako zastosowanie
wyników TwierdzeÒ 10 i 11. Wynik przedstawiony w Twierdzeniu 14 jest zupe≥nie nowy.
Aby zdefiniowaÊ region atrakcji dla danego równania, najpierw wprowadzÍ niezbÍdne defini-
cje:

Powiemy, øe rozwiπzanie zerowe równania (3) jest globalnie asymptotycznie stabilne, jeúli jest
stabilne i dla dowolnego t0 ˇ 0 i kaødego rozwiπzania (3) mamy lim

tæ+Œ
|x(t)| = 0 (por.[1])
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Powiemy, øe rozwiπzanie zerowe równania (3) jest globalnie stabilne w skoÒczonym czasie,
jeúli jest globalnie asymptotycznie stabilne i dowolne rozwiπzanie równania (3) „dociera” do
rozwiπzania zerowego w pewnym skoÒczonym momencie (por. [25]).
Jako przyk≥ad zastosowania TwierdzeÒ 10 i 11 wprowadzÍ pojÍcie regionu atrakcji równania
(3). Ta koncepcja pokazuje jak moøna po≥πczyÊ obie przestrzenie: prymalnπ X i dualnπ P .

Definicja 13 [A5] Niech A µ X bÍdzie niepustym zbiorem. Powiemy, øe jest on regionem
atrakcji dla równania (3) jeúli dowolne rozwiπzanie równania (3) spe≥niajπce x(t0) œ A dla
pewnego t0 ˇ 0 „dociera” do rozwiπzania zerowego w pewnym skoÒczonym czasie Sx(t0).

Twierdzenie 14 ([A5] Theorem 19) Jeúli istnieje funkcjaW : [0,+Œ)◊P æ R spe≥niajπca
(Z1) i (Z2) oraz rozwiπzanie zerowe równania (5) jest globalnie stabilne w skoÒczonym
czasie, wtedy zbiór A = ≠Wy(t,P) jest regionem atrakcji dla równania (3).

Zastosowanie powyøszego twierdzenia jest zilustrowane w Przyk≥adzie 33.

4.2.3 Uk≥ady równaÒ róøniczkowych parabolicznych ([A3])

Jednym z g≥ównych narzÍdzi,powszechnie stosowanych do badania stabilnoúci lub niesta-
bilnoúci równania (20) jest funkcja Lapunowa, która w przypadku (20) przyjmuje postaÊ
standardowej funkcji energii (patrz np. [4], [6]). W ciπgu ostatnich dwóch dekad pojawi≥a siÍ
inna metoda badania stabilnoúci przez aproksymacjÍ równania (20) równaniami róøniczkowy-
mi zwyczajnymi, wykorzystujπc techniki takie jak metoda Galerkina lub róønice skoÒczone,
a nastÍpnie stosujπc metody optymalnego sterowania w skoÒczonym wymiarze [2], [5], [7].
Innym podejúciem jest wykorzystanie optymalizacji metodπ sumy kwadratów do konstrukcji
funkcji Lapunowa dla równaÒ parabolicznych (patrz [20]). W sekcji tej chcÍ zbadaÊ stabil-
noúÊ równania (20) w zupe≥nie inny i nowy sposób. Koncepcja ta opiera siÍ na pomys≥ach z
pracy [21] (patrz równieø [24]). Mianowicie rozszerzam przestrzeÒ [0,+Œ)◊ do przestrzeni
dualnej [0,+Œ)◊ ◊ P , P µR, a nastÍpnie bÍdÍ rozwaøaÊ równanie dualne do (20) w tej
przestrzeni dualnej [0,+Œ)◊◊P. NastÍpnie definiujÍ funkcjÍ pomocniczπ W , która spe≥-
nia dualnπ nierównoúÊ Hamiltona-Jacobiego. Taka funkcja W jest podstawπ do konstrukcji
dualnej funkcji Lapunowa. To podejúcie pozwala na powrót do pierwotnych pomys≥ów La-
punowa, gdy funkcja Lapunowa spe≥nia pewnπ (dualnπ) nierównoúÊ Hamiltona-Jacobiego w
[0,+Œ)◊◊P . Ponadto, os≥abiÍ za≥oøenia dotyczπce f , tj. f jest funkcjπ Caratheodory’ego
(mierzalnπ w (t, x) i ciπg≥π wzglÍdem u).
W tej sekcji przedstawiÍ dualne podejúcie do badania stabilnoúci typu Lapunowa rozwiπzania
zerowego u = 0 parabolicznego równania róøniczkowego postaci:

ut(t, x)≠Âxu(t, x) = f(t, x, u(t, x)), (t, x) œ (0,Œ)◊ , (20)

oraz u = 0 na zbiorze (0,Œ)◊ ˆ,
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przy perturbacjach naleøπcych do C0().
Warto zaznaczyÊ, øe dualne podejúcie nie by≥o wczeúniej stosowane do tego typu równaÒ, i
tym samym wszystkie twierdzenia tej sekcji, zarówno dotyczπce stabilnoúci (Twierdzenia 17,
18, 19), jak i stabilnoúci w skoÒczonym czasie (Twierdzenie 21) sπ zupe≥nie nowe.
Zak≥adam, øe  jest zbiorem domkniÍtym w Rn z dostatecznie g≥adkim brzegiem oraz, øe
f : [0,+Œ) ◊  ◊ RæR, f(t, x, 0) = 0 dla wszystkich t ˇ 0 i x œ , f ”© 0, mierzalna ze
wzglÍdu na (t, x) i ciπg≥a ze wzglÍdu na trzeciπ zmiennπ u.
W sekcji tej funkcja pomocnicza W jak i dualna funkcja Lapunowa T oraz zbiór P dualnych
rozwiπzaÒ sπ zdefiniowane w nowy sposób. Jednakøe, aby nie wprowadzaÊ czytelnika w b≥πd,
pozostanÍ przy oznaczeniach z poprzednich sekcji, tj. W , T i P.
Niech P µ R bÍdzie otwartym podzbiorem zawierajπcym 0 (nazywaÊ go bÍdÍ zbiorem
dualnym) i niech W : [0,+Œ) ◊ ̄ ◊ P æ R bÍdzie funkcjπ pomocniczπ takπ, øe W œ
C2([0,+Œ)◊◊P)flC([0,+Œ)◊ ̄◊P) oraz Âx(Wy(t, x, y)) istnieje dla prawie wszyst-
kich x œ  i wszystkich (t, y) œ [0,+Œ)◊ P .
Zak≥adam równieø, øe dla wszystkich t ˇ 0 i x œ  zachodziW (t, x, 0) = 0 orazWy(t, x, 0) =
0 i, øe dla prawie wszystkich x œ  i wszystkich (t, y) œ [0,+Œ) ◊ P funkcja W spe≥nia
nastÍpujπcπ dualnπ nierównoúÊ Hamiltona-Jacobiego

Wt(t, x, y)≠ y ·Âx(Wy(t, x, y)) + yf(t, x,≠Wy(t, x, y)) ˛ 0. (21)

Zanim sformu≥ujÍ problem stabilnoúci w przestrzeni dualnej wprowadzÍ pojÍcie rozwiπzania
dualnego do rozwiπzania u równiania (20):
Powiemy, øe y(t, x), (t, x) œ [0,+Œ) ◊ , y œ C1([0,+Œ) ◊ ), jest dualnym do u(t, x)
rozwiπzaniem równania (20) jeúli spe≥nia dla wczeúniej zdefiniowanej funkcji W nastÍpujπce
dualne równanie:

d

dt
(Wy(t, x, y(t, x)))≠Âx(Wy(t, x, y(t, x))) = ≠f(t, x,≠Wy(t, x, y(t, x))),

dla p.w. (t, x) œ [0,+Œ)◊ , y = 0 dla [0,+Œ)◊ ˆ. (22)

ZwróÊmy uwagÍ, øe wobec za≥oøeÒ na f i W, mamy, øe y = 0 jest rozwiπzaniem (22).
Oznaczmy poprzez P zbiór wszystkich rozwiπzaÒ dualnych do rozwiπzaÒ równania (20).
Zatem mamy nastÍpujπcπ relacjÍ: dla kaødego y œ P istnieje rozwiπzanie u(t, x) równania
(20) takie, øe

u(t, x) = ≠Wy(t, x, y(t, x)), (t, x) œ [0,+Œ)◊ . (23)

Zbiór wszystkich rozwiπzaÒ u(t, x) równania (20) spe≥niajπcych (23) oznaczÍ poprzez U.
ZdefiniujÍ zatem dualnπ funkcjÍ Lapunowa T : [0,+Œ)◊ ◊ P æ R nastÍpujπco:

T (t, x, y) =W (t, x, y)≠ yWy(t, x, y). (24)

Definicja 15 Powiemy, øe dla dowolnego x œ  funkcja T jest nierosnπca wzd≥uø y œ P,
jeøeli funkcja [0,+Œ) – t ‘æ T (t, x, y(t, x)) = Ty(t, x) jest nierosnπca dla kaødego ustalonego
x œ .
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Przy za≥oøeniach jakie uczyniliúmy w tym paragrafie prawdziwe jest stwierdzenie:

Stwierdzenie 16 ([A3] Proposition 2.2) Jeúli W : [0,+Œ)◊ ̄◊P æ R spe≥nia za≥oøenia
z sekcji 4.2.3, to dla kaødego ustalonego x œ  i kaødej funkcji y œ P, funkcja t æ Ty(t, x)
jest nierosnπca w [0,+Œ).

Dowód w duøej mierze bazuje na wykorzystaniu dualnej nierównoúci Hamiltona-Jacobiego
(21).
Dla dualnej funkcji Lapunowa zdefiniowanej wzorem (24) zak≥adam nastÍpujπcy warunek
wzrostu: dla dowolnej funkcji d1 œ K1 funkcja T spe≥nia nierównoúÊ

T (t, x, y) ˇ d1(|y|) (25)

dla wszystkich t ˇ 0, x œ , y œ P.
Powiemy, øe rozwiπzanie zerowe równania (22) jest stabilne, jeúli dla dowolnego t0 ˇ 0 i
Á > 0, istnieje ” > 0 taka, øe dla dowolnego y œ P spe≥niajπcego |y(t0, x)| < ” dla wszystkich
x œ  mamy |y(t, x)| < Á dla t ˇ t0, x œ .
NastÍpne twierdzenie daje warunek dostateczny stabilnoúci rozwiπzania zerowego równania
(22) z wykorzystaniem narzÍdzi dualnych.

Twierdzenie 17 ([A3] Theorem 2.4) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ) ◊  ◊ P æ R
zdefiniowana powyøej oraz funkcja T zdefiniowana w (24) spe≥nia (25), wtedy rozwiπzanie
zerowe dualnego równania (22) jest stabilne.

Powiemy, øe rozwiπzanie zerowe równania (22) jest jednostajnie stabilne, jeúli dla dowolnego
Á > 0, istnieje ” > 0 taka, øe dla dowolnego t0 ˇ 0, x œ  i kaødego y œ P spe≥niajπcego
|y(t0, x)| < ” mamy |y(t, x)| < Á dla t ˇ t0, x œ .

Aby uzyskaÊ jednostajnπ stabilnoúÊ rozwiπzania zerowego równania (22) muszÍ jedynie do-
datkowo za≥oøyÊ, øe funkcja T jest ograniczona z góry przez niezaleønπ od czasu i ciπg≥π w
0 funkcjÍ d2(|y|) naleøπcπ do klasy K1.

Twierdzenie 18 ([A3] Theorem 2.6) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ) ◊  ◊ P æ R
zdefiniowana powyøej, a funkcja T zdefiniowana w (24) spe≥nia (25) oraz

T (t, x, y) ˛ d2(|y|),

dla t ˇ 0, x œ , y œ P i pewnej funkcji d2 œ K1 ciπg≥ej w 0, wtedy rozwiπzanie zerowe
dualnego równania (22) jest jednostajnie stabilne.

Koncepcje dowodów twierdzeÒ 17 i 18 sπ podobne do dowodów twierdzeÒ dotyczπcych sta-
bilnoúci i jednostajnej stabilnoúci rozwiπzaÒ zerowych równaÒ róøniczkowych zwyczajnych
przedstawionych w mojej wczeúniejszej pracy [21].
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NastÍpne twierdzenia pokaøπ wykorzystanie dualnych narzÍdzi do badania stabilnoúci pry-
malnego równania (20).
Oznaczmy poprzez U zbiór wszystkich funkcji ciπg≥ych u : [0,+Œ) ◊ ̄ æ R majπcych dla
prawie wszystkich x œ  pochodnπ ze wzglÍdu na t i takich, øe dla prawie wszystkich t
istnieje Âxu(t, x).
BÍdziemy rozwaøaÊ mocne rozwiπzania równania (20), tzn. funkcje u œ U spe≥niajπce (20)
prawie wszÍdzie w [0, b) ◊ , b > 0. Zbiór tych rozwiπzaÒ oznaczÍ poprzez Us. Niech U0
oznacza zbiór wszystkich funkcji ciπg≥ych u : ̄æ R z normπ ÎuÎ = maxxœ̄ |u(x)|.

Wprowadümy definicje stabilnoúci i jednostajnej stabilnoúci dla równania prymalnego:
Powiemy, øe rozwiπzanie zerowe równania (20) jest stabilne, jeúli dla kaødego t0 ˇ 0 i Á > 0,
istnieje ” > 0 taka, øe kaøde rozwiπzanie u œ Us równania (20) spe≥niajπce |u(t0, x)| < ” dla
kaødego x œ , jest przed≥uøalne na [t0,+Œ) i |u(t, x)| < Á dla t ˇ t0, x œ .
Powiemy, øe rozwiπzanie zerowe równania (20) jest jednostajnie stabilne, jeúli dla kaødego
Á > 0, istnieje ” > 0 taka, øe dla kaødego t0 ˇ 0, x œ  i dowolnego rozwiπzania u œ Us
równania (20) spe≥niajπcego |u(t0, x)| < ” zachodzi |u(t, x)| < Á dla t ˇ t0, x œ .

Aby uzyskaÊ warunek dostateczny stabilnoúci w przestrzeni prymalnej muszÍ dla funkcji W
wprowadziÊ dodatkowe za≥oøenie, które oznaczÍ jako (Z3):

1. dla dowolnego Á > 0 i t0 ˇ 0 istnieje Á1 > 0 taki, øe dla wszystkich x œ , t ˇ t0 i
y œ P, jeúli tylko zachodzi |y| < Á1, to |Wy(t, x, y)| < Á.

2. dla dowolnego t0 ˇ 0 i ”1 > 0 istnieje ” > 0 taka, øe dla kaødego u(t0, ·) œ U0, jeúli za-
chodzi |u(t0, x)| < ”, dla kaødego x œ , to istnieje y œ P, u(t0, x) = ≠Wy(t0, x, y(t0, x))
taki øe |y(t0, x)| < ”1 dla kaødego x œ .

Twierdzenie 19 ([A3] Theorem 3.5) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ) ◊  ◊ P æ R
spe≥niajπca poprzednie za≥oøenia oraz spe≥niajπca (Z3) oraz jeúli rozwiπzanie zerowe dualnego
równania (22) jest stabilne, to odpowiadajπce mu rozwiπzanie zerowe prymalnego równania
(20) jest stabilne.

Zauwaømy, øe na podstawie TwierdzeÒ 17 i 19 prawdziwe jest teø nastÍpujπce spostrzeøenie:

Uwaga 20 ([A3] Remark 3.6) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ)◊ ◊ P æ R spe≥niajπca
poprzednie za≥oøenia oraz (21) i (Z3), a funkcja T zdefiniowana w (24) spe≥nia (25), to
rozwiπzanie zerowe prymalnego równania (20) jest stabilne.

Aby otrzymaÊ warunek wystarczajπcy stabilnoúci w skoÒczonym czasie potrzeba wzmoc-
niÊ warunek Hamiltona-Jacobiego. Podobnie jak dla równaÒ róøniczkowych zwyczajnych do
lewej strony nierównoúci Hamiltona-Jacobiego postaci (21) naleøy dodaÊ odpowiedni nie-
ujemny sk≥adnik (wykorzystujπcy funkcjÍ z klasy M), co w konsekwencji daje nierównoúÊ
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(27). W dowodzie ponownie wykorzystam lemat porównawczy.
W sekcji 4.2.1.1 zdefiniowa≥am funkcjÍ osadzania S. W przypadku równaÒ parabolicznych
definicja ta wyglπda podobnie, jednak dla zachowania odpowiedniej precyzji przywo≥ajmy
ca≥π definicjÍ.

Dla dowolnego t0 ˇ 0 i u0(x) œ R \ {0}, x œ , u0(·) œ U0 i Ï œ U takiego, øe Ï(t0, x) =
u0(x) dla x œ , oznaczmy poprzez dÏ(t0, u0(·)) skoÒczonπ wartoúÊ (o ile istnieje) takπ, øe
Ï(t, x) œ R dla t œ (t0, dÏ(t0, u0(·))), x œ  i

lim
tædÏ(t0,u0(·))≠

(sup
xœ
| Ï(t, x) |) = 0.

Niech

·Ï(t0, u0(·)) =

Y
]

[
dÏ(t0, u0(·)), jeúli istnieje,
+Œ, w przeciwnym wypadku.

(26)

Odwzorowanie S : [0,+Œ)◊ Ræ R fi {+Œ} nazwiemy funkcjπ czasu osadzania, jeúli

• S(t0, 0) = t0 dla dowolnego t0 ˇ 0,

• dla dowolnego u0 œ U0, t0 ˇ 0 i u0(x) œ R \ {0}, x œ ,
S(t0, u0(·)) = sup

ÏœUs,
Ï(t0,·)=u0(·)

{·Ï(t0, u0(·))}.

Powiemy, øe rozwiπzanie zerowe równania (20) jest stabilne w skoÒczonym czasie, jeúli jest
stabilne i dla kaødego t0 ˇ 0 istnieje ” > 0 taka, øe dla dowolnego rozwiπzania równania
(20) spe≥niajπcego |u(t0, x)| < ”, x œ , wartoúÊ funkcji czasu osadzania S(t0, u(t0, ·)) jest
skoÒczona.

Poniøsze twierdzenie podaje warunki wystarczajπce na to, aby rozwiπzanie zerowe równania
(20) by≥o stabilne w skoÒczonym czasie. W warunkach tych pojawia siÍ funkcja c naleøπca
do klasyM zdefiniowanej w paragrafie 4.2.1. Dowód wykorzystuje lemat porównawczy.

Twierdzenie 21 ([A3] Theorem 5.6) Jeúli istnieje funkcja W : [0,+Œ) ◊  ◊ P æ R
spe≥niajπca za≥oøenia z sekcji 4.2.3 i (Z3), oraz funkcja T zdefiniowana w (24) spe≥nia (25)
oraz istnieje c œM i – œ (0, 1) takie, øe dla (t, x, y) œ [0,+Œ)◊ ◊ P zachodzi

Wt(t, x, y)≠ y ·ÂxWy(t, x, y) + yf(t, x,≠Wy(t, x, y)) + c(t, x)(T (t, x, y))– ˛ 0, (27)

to rozwiπzanie zerowe równania (20) jest stabilne w skoÒczonym czasie.
FunkcjÍ czasu osadzania dla trajektorii startujπcych z punktu (t0, u0(·)) blisko (t0, 0), (u0(·) œ
U0) moøna oszacowaÊ nastÍpujπco:

S(t0, u0(·)) ˛ tc,u0 ,
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gdzie y0(x) jest punktem w przestrzeni dualnej, takim, øe

u0(x) = ≠Wy(t0, x, y0(x)), x œ .

Podobnie jak w Twierdzeniu 3 czas tc,u0 pochodzi wprost z dowodu lematu porównawczego
(por. [19] lub wzór (18) w pracy [A1]).

4.3 Dualne podejúcie typu programowania dynamicznego ([A4])
Moim celem jest konstrukcja nowych wystarczajπcych warunków stabilnoúci w sta≥ym czasie
w kontekúcie teorii optymalnego sterowania. W podejúciu tym warunek poczπtkowy trajek-
torii x0 traktujÍ jako sterowanie. Sterowanie punktem x0 nie jest moøliwe w klasycznym
podejúciu, jak i w dualnym podejúciu typu Lapunowa (sekcja 4.2.1). To jest jeden z po-
wodów, dla którego chcÍ zastosowaÊ metodÍ dualnego programowania dynamicznego. Jest
to zupe≥nie nowatorskie spojrzenie na problem stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym czasie.
Zupe≥nie nowe sπ teø dualne narzÍdzia zastosowane w celu sformu≥owania warunków wystar-
czajπcych optymalnoúci.
W sekcji tej wrócÍ do rozwaøania stabilnoúci w sta≥ym czasie rozwiπzania zerowego równania
róøniczkowego

xÕ(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0, t > 0, x0 œ Rn, (28)

gdzie f : R◊ Rn æ Rn spe≥nia za≥oøenia z sekcji 4.2.1.
Przedstawiona metoda wykorzystuje przestrzeÒ dualnπ (natomiast wprowadzonπ w nieco in-
ny sposób). OdejdÍ teraz zupe≥nie od metody Lapunowa. Poniewaø zaprezentowane tutaj,
zupe≥nie nowe podejúcie bÍdzie wykorzystywa≥o dualne podejúcie do programowania dyna-
micznego, zatem warunki wystarczajπce bÍdπ równieø sformu≥owane w tym jÍzyku.
W tej sekcji zak≥adaÊ bÍdÍ, øe rozwiπzanie zerowe jest globalnie stabilne w skoÒczonym cza-
sie. Dla wygody czytelnika przypomnÍ obie definicje: globalnej stabilnoúci w skoÒczonym i
sta≥ym czasie (definicje te podajÍ za [25]).
Powiemy, øe rozwiπzanie zerowe równania (28) jest globalnie stabilne w skoÒczonym cza-
sie, jeúli jest globalnie asymptotycznie stabilne i kaøde rozwiπzanie (28) przechodzπce przez
punkt (t0, x0), x0 = x(t0) „dotyka” rozwiπzania zerowego w skoÒczonym czasie (nazywanym
czasem osadzania S(t0, x0)). Poniewaø punkt x0 = x(t0), zatem dla uproszczenia oznaczeÒ
wprowadzÍ nastÍpujπce oznaczenie S(x0) = S(t0, x0).
Powiemy, øe rozwiπzanie zerowe równania (28) jest globalnie stabilne w sta≥ym czasie, jeúli
jest globalnie stabilne w skoÒczonym czasie i czas osadzania S(x0) jest ograniczony z góry
przez pewnπ liczbÍ Smax.
Idea dualnego podejúcia wykorzystuje metody programowania dynamicznego i opiera siÍ na
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spostrzeøeniu, øe obie definicje sugerujπ, øe rozwiπzanie równania (28) jest postaci

x(t) = x0 +
t⁄

t0

xÕ(s)ds = x0 + z(t).

W sekcji tej rozwiπzanie x(t) bÍdÍ utoøsamiaÊ z parπ (z, x0), a x0 mogÍ traktowaÊ jak sterowa-
nie. Poniewaø badajπc problem stabilnoúci w sta≥ym czasie konieczne jest aby czas osadzania
by≥ ograniczony przez pewnπ sta≥π niezaleønπ od x0, zatem potrzeba, aby supx0œRn S(x0) ˛
Smax. Poniewaø nie znamy Smax, to dosyÊ naturalne wydaje siÍ spojrzenie na problem stabil-
noúci w sta≥ym czasie jak na problem sterowania optymalnego, a rozwiπzanie tego problemu
pozwoli na znalezienie oszacowania Smax.
Na poczπtku zak≥adam, øe rozwiπzanie zerowe równania (28) jest globalnie stabilne w sta≥ym
czasie, a punkt poczπtkowy x0 traktujÍ jak sterowanie. NastÍpnie chcÍ maksymalizowaÊ czas,
w którym trajektorie startujπce z punktu x0 docierajπ do rozwiπzania zerowego.
Niech dla danego x0 czas S(x0) oznacza czas koÒcowy (czas dotarcia do zera) dla trajektorii
startujπcej z (t0, x0). Jeúli jest wiÍcej trajektorii startujπcych z (t0, x0), to S(x0) niech ozna-
cza maksymalny czas spoúrod czasów koÒcowych dla tych trajektorii.
MogÍ w takim razie sformu≥owaÊ problem P sterowania optymalnego nastÍpujπco:

maximize x0œRn S(x0). (29)

Jest jasne, øe jeúli optymalna wartoúÊ dla problemu P jest skoÒczona, to rozwiπzanie zero-
we równania (28) jest globalnie stabilne w sta≥ym czasie. Dlatego problem P jest w isto-
cie przeformu≥owaniem problemu globalnej stabilnoúci w sta≥ym czasie w jÍzyku sterowania
optymalnego.

4.3.1 Warunki wystarczajπce optymalnoúci dla problemu P

W celu sformu≥ownia warunków wystarczajπcych optymalnoúci dla problemu P zastosujÍ
dualne podejúcie do programowania dynamicznego (zapoczπtkowane w pracy [24]). Jednak-
øe moje podejúcie bÍdzie siÍ trochÍ róøniÊ, gdyø zrezygnujÍ z doúÊ restrykcyjnego warunku
transwersalnoúci, wystÍpujπcego w [24], wprowadzajπc zamiast tego w przestrzeni dualnej
parÍ funkcji (y0, Z) spe≥niajπcπ odpowiednie za≥oøenia.
Niech p œ P µ Rn<0, tzn. zak≥adam, øe wszystkie wspó≥rzÍdne p = (p1, ..., pn) sπ niedodatnie,
pi ˛ 0, i = 1, ..., n, oraz niech zbiór P µ Rn+1 bÍdzie zbiorem zmiennych (t, p) œ [t0,Œ)◊P.
Podstawowy pomys≥ programowania dynamicznego polega na sformu≥owaniu równania róø-
niczkowego programowania dynamicznego. Tutaj zastosujÍ jednak trochÍ inne podejúcie,
gdyø szukam pary funkcji (y0, Z) spe≥niajπcej równanie róøniczkowe programowania dyna-
micznego.
Za≥óømy, øe:
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(Z5): istnieje czas F i para funkcji (y0(t), Z(t, p)), y0 : [0, F ) æ R, y0 œ L1(t0, F ),Z :
[t0, F )◊Pæ R, Z œ C([t0, F )◊P), taka, øe Zt œ L2([t0, F )◊P), spe≥niajπca na [t0, F )◊P
nastÍpujπce równanie:

Zt(t, p)≠ inf{pf(t, x0 + pZ(t, p))≠ S(x0) : x0 œ Rn} = y0(t), (30)

gdzie L1(t0, F ) - przestrzeÒ funkcji ca≥kowalnych na [t0, F ], L2([t0, F )◊P) - przestrzeÒ funkcji
ca≥kowalnych z kwadratem na [t0, F )◊P, pf oznacza iloczyn skalarny, zaú pZ(t, p) oznacza,
øe kaøda wspó≥rzÍdna wektora p jest pomnoøona przez Z(t, p).
PrzypomnÍ, øe zak≥adam, øe S(x0) jest skoÒczone dla x0 œ Rn. Aby lepiej zrozumieÊ równanie
(30) moøna je zapisaÊ w postaci nastÍpujπcej nierównoúci:

≠Zt(t, p) + pf(t, x0 + pZ(t, p)) + y0(t) ˇ S(x0), dla wszystkich x0 œ Rn. (31)

Weümy dowolnπ ustalonπ funkcjÍ y œ L1(t0, F ) takπ, øe y0(t) ≠ y(t) = constant ˇ 0 dla
[t0, F ).
Dla powyøszych Z, y i dla kaødego x0 œ Rn oznaczmy poprzez p(t), t œ [t0, F ] rozwiπzanie
równania

Zt(t, p(t))≠ p(t)f(t, x0 + p(t)Z(t, p(t))) = y(t) (32)

naleøπce do L2(t0, F ). Rozwiπzanie p(·) bÍdÍ nazywaÊ dualnπ trajektoriπ odpowiadajπcπ Z
i x0. Oczywiúcie, nie dla kaødego x0 œ Rn istnieje trajektoria p(t) spe≥niajπca (32), dlatego
trzeba ograniczyÊ poszukiwanie optymalnego rozwiπzania problemu P do zbioru Ady

0,y
Z na-

stÍpujπco:

Ady
0,y
Z = {x0 œ Rn : istnieje p(·) œ L2(t0, F ) spe≥niajπce (32)}.

Konsekwentnie zredukujÍ problem P do problemu PZ nastÍpujπco:

maximize
x0œAdy

0,y
Z

S(x0).

4.3.2 Twierdzenie weryfikacyjne dla problemu PZ

Twierdzenie 22 ([A4] Theorem 1) Za≥óømy, øe istnieje trójka funkcji (y0(t), Z(t, p), y(t))
spe≥niajπca za≥oøenie (Z5) oraz niech y œ L1(t0, F ) spe≥nia y0(t) ≠ y(t) = constant ˇ 0 w
[t0, F ).
Niech istnieje p̄(·) œ L2(t0, F ) i x̄0 œ Ady

0,y
Z spe≥niajπce (32) i

Zt(t, p̄(t))≠ p̄(t)f(t, x̄0 + p̄(t)Z(t, p̄(t))) + S(x̄0) = y0(t). (33)

Wtedy S(x̄0) jest maksymalnym czasem dla problemu PZ, tzn. S(x̄0) jest sta≥ym czasem
osadzania dla równania (28).

To twierdzenie ma na razie postaÊ czysto teoretycznπ, a jego dowód jest praktycznie natych-
miastowπ konsekwencjπ przyjÍtych za≥oøeÒ.
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4.3.3 Warunki wystarczajπce optymalnoúci dla problemu PZ bez za≥oøenia sta-
bilnoúci w skoÒczonym czasie

W tej sekcji odejdÍ od za≥oøenia o stabilnoúci w skoÒczonym czasie rozwiπzania zerowego (28).
Zamiast tego za≥oøÍ jedynie, øe jest globalnie asymptotycznie stabilne (zatem trajektorie
startujπce z (t0, x0) nie muszπ koniecznie dotykaÊ zera, a to oznacza, øe czas osadzania S(x0)
nie musi byÊ skoÒczony). Zak≥adam jednak, øe istnieje podzbiór X0 µ Rn taki, øe dla x0 œ X0
czas osadzania S(x0) jest skoÒczony. Co wiÍcej, zak≥adam, øe prawa strona równania (28)
spe≥nia nastÍpujπce za≥oøenie:
(H): istnieje p œ Rn≠ takie, øe funkcja X0 – x0 æ ≠pf(t, x0)+S(x0) jest ograniczona z góry,
jednostajnie ze wzglÍdu na t przez pewnπ funkcjÍ k(·) œ L1(t0,Œ).
Za≥oøenie (H) jest trudne do zastosowania, bo w ogólnoúci nie znam funkcji x0 æ S(x0).
Dlatego, bazujπc na pracy [22] mogÍ wprowadziÊ za≥oøenie:
(HV): istnieje p œ Rn≠ takie, øe funkcja

X0 – x0 æ F(t, x0) = ≠pf(t, x0) +
⁄ V (t,x0)

0

dz

r(z)
(34)

jest ograniczona z góry, jednostajnie ze wzglÍdu na t przez pewnπ funkcjÍ k(·) œ L1(t0,Œ).
W za≥oøeniu (HV) funkcja V jest klasycznπ lipschitzowskπ funkcjπ Lapunowa V : Rˇ0 ◊
Rn æ Rˇ0 zaú funkcja r : Rˇ0 æ Rˇ0 naleøy do klasy L2(0,Œ), r(0) = 0 oraz razem
spe≥niajπ nastÍpujπcπ nierównoúÊ:

V̇ (t, x) ˛ ≠r(V (t, x)) (35)

dla wszystkich (t, x) œ [0,Œ)◊ Rn.
Bazujπc na [22] wiem, øe

S(x0) ˛
⁄ V (t,x0)

0

dz

r(z)
. (36)

Warto podkreúliÊ, øe nie wymagam, aby r(·) by≥a ciπg≥a oraz aby
s ‘
0
dz
r(z) < +Œ dla pewnego

Á > 0. Dlatego teø,
s ‘
0
dz
r(z) moøe byÊ równe +Œ.

W tej sekcji zamiast za≥oøenia o globalnej stabilnoúci w sta≥ym czasie rozwiπzania zerowego
(28) zak≥adam jedynie globalnπ asymptotycznπ stabilnoúÊ oraz øπdam spe≥nienia za≥oøenia
(HV).
Moim celem jest podanie warunków wystarczajπcych dla problemu sterowania optymalnego
PZ zapewniajπcych, øe Smax jest skoÒczone.
Za≥óømy, øe:
(Z6): zachodzi (H) lub (HV) oraz istnieje czas F i para funkcji (y0(t), Z(t, p)), y0 : [0, F )æ
R, y0 œ L1(t0, F ), Z : [t0, F )◊Pæ R, Z œ C([t0, F )◊P), Zt œ L2([t0, F )◊P), spe≥niajπca
w [t0, F )◊P nastÍpujπce równanie:

Zt(t, p) + sup{≠pf(t, x0 + pZ(t, p)) +
⁄ V (t,x0)

0

dz

r(z)
: x0 œ X0} = y0(t), (37)

21



Weümy y œ L1(t0, F ) takie, øe y0(t)≠y(t) = constant ˇ 0 w [t0, F ). Dla Z i kaødego x0 œ Rn
oznaczmy poprzez p(t), t œ [t0, F ] rozwiπzanie równania

Zt(t, p(t))≠ p(t)f(t, x0 + p(t)Z(t, p(t))) = y(t) (38)

naleøπce do L2(t0, F ). Znów ograniczÍ przestrzeÒ Rn do zbioru Ady
0,y
Z nastÍpujπco:

Ady
0,y
Z = {x0 œ Rn : istnieje p(·) œ L2(t0, F ) spe≥niajπce (38)}.

I podobnie problem P redukujÍ do problemu PZ :

maximize
x0œAdy

0,y
Z

S(x0).

4.3.4 Twierdzenie weryfikacyjne dla problemu PZ

Twierdzenie 23 ([A4] Theorem 2) Za≥óømy, øe zachodzi (Z6). Niech istnieje p̄(·) œ L2(t0, F )
i x̄0 œ Ady

0,y
Z spe≥niajπce (38) oraz

Zt(t, p̄(t))≠ p̄(t)f(t, x̄0 + p̄(t)Z(t, p̄(t))) +
⁄ V (t,x̄0)

0

dz

r(z)
= y0(t). (39)

Wtedy S(x̄0) (spe≥niajπce nierównoúÊ (36)) jest sta≥ym czasem osadzania dla problemu PZ.

Uwaga 24 Warto zaznaczyÊ, øe w warunku (30) wystÍpujπcym w Twierdzeniu 22 pojawia siÍ
nieznana funkcja S(x0). Natomiast w przypadku warunku (37), pojawiajπ siÍ dwie funkcje
V i r, które moøna obliczyÊ na podstawie wzoru (35). To sprawia, øe Twierdzenie 23 jest
bardziej praktyczne niø Twierdzenie 22.

4.4 Zastosowanie nowych metod badania stabilnoúci do badania
stabilnoúci sztucznych sieci neuronowych

Jednym z waøniejszych zastosowaÒ teorii stabilnoúci, a zw≥aszcza stabilnoúci w skoÒczonym
i sta≥ym czasie, jest dziedzina sztucznych sieci neuronowych. W zwiπzku z tym w tej sekcji
przedstawiÍ praktyczne wykorzystanie twierdzeÒ, które zosta≥y przedstawione w poprzed-
nich sekcjach, w celu stwierdzenia odpowiedniego typu stabilnoúci sieci neuronowych typu
Hopfielda. Sieci Hopfielda to modele asocjacyjnej pamiÍci, które znajdujπ zastosowanie w
rozpoznawaniu wzorców i korygowaniu uszkodzeÒ w obrazach lub sygna≥ach. Aby sieÊ Hop-
fielda by≥a uøyteczna w praktyce, musi byÊ stabilna i szybko zbiegaÊ do poprawnego wzorca,
a takøe byÊ odporna na zak≥ócenia i szumy w danych wejúciowych. Teoretyczne wyniki do-
tyczπce stabilnoúci sieci Hopfielda mogπ pomóc w ustaleniu warunków, które muszπ byÊ
spe≥nione, aby sieÊ by≥a stabilna i dzia≥a≥a prawid≥owo.
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4.4.1 Sieci neuronowe opisane przy pomocy równaÒ róøniczkowych zwyczajnych

W zastosowaniach twierdzeÒ dotyczπcych sieci neuronowych do badania stabilnoúci sieci neu-
ronowych uøywa siÍ pojÍcia „stabilna sieÊ neuronowa”. Natomiast mówiπc, øe sieÊ neuronowa
jest stabilna mamy na myúli, øe rozwiπzanie zerowe równania opisujπcego sieÊ neuronowπ jest
stabilne (w odpowiednim, rozwaøanym przez nas sensie). PojÍcie „stabilna sieÊ neuronowa”
jest powszechnie uøywane w literaturze opisujπcej ten temat (por. [10], [14], [15], [16], [18],
[30]).
NastÍpne twierdzenie wykorzystuje wyniki Twierdzenia 3 w celu stwierdzenia stabilnoúci w
skoÒczonym czasie sieci neuronowej (2).
ZapiszÍ najpierw sieÊ (2) w formie macierzowej w nastÍpujπcy sposób:

xÕ(t) = ≠A(t)x(t) +B(t)h(t, x(t)) + I(t), (40)

gdzie x = (x1, . . . xn), A = (aij), B = (bij), h(t, x) = (h1(t, x1), . . . , hn(t, xn)), I = (I1, . . . , In)
oraz B(t)h(t, 0) = ≠I(t), h jest funkcjπ Caratheodory’ego, a A,B, I sπ mierzalne ze wzglÍdu
na t.
Poniøsze Twierdzenie jest wspólnym wynikiem otrzymanym ze Wspó≥autorem [A1].

Twierdzenie 25 ([A1] Theorem 15) Za≥óømy, øe istniejπ liczby — ˇ 2, – œ (0, 1), –— > 1,
funkcje b(·), d(·) : (0,Œ)æ R+ ca≥kowalne i a(·) : (0,Œ)æ R+ mierzalne i takie, øe

a(t) |z|2 ˛ zA(t)z,

I(t)z(—(— ≠ 1) |z|—≠2 + –—(–— ≠ 1) |z|–—≠2) ˛ b(t) |z|–— ,
zB(t)g(t, z) ˛ d(t) |z|2

dla t œ (0,Œ), z œ B(0, 1). Wtedy, sieÊ neuronowa opisana poprzez (2) jest stabilna w
skoÒczonym czasie. Co wiÍcej, funkcjÍ czasu osadzania dla trajektorii startujπcych z punktu
(t0, x0) niedaleko punktu (t0, 0) moøna oszacowaÊ nastÍpujπco:

S((t0, x0) ˛ tc,T (t0,≠Wy(t,y0)),

gdzie y0 œ P spe≥nia x0 = ≠Wy(t0, y0) z

W (t, y) =
1
C0
C(t)

1
|y|— + |y|–—

2
,

t œ (0,Œ), y œ P = B(0, 1), — ˇ 2, D > 0 dostatecznie duøe,

C(t) = ≠ exp(≠D—
⁄ t

0
(d(s) + b(s))ds),

C0 = sup{2— |C(t)| : t œ (0,Œ)}
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i tc,T (t0,≠Wy(t,y0)) jest zdefiniowane nastÍpujπco:

tc,T (t0,≠Wy(t,y0)) = inf

Y
]

[t ˇ t0 :
t⁄

t0

c(·)d· =
|T (t0,≠Wy(t, y0))|1≠–

1≠ –

Z
^

\ . (41)

W kolejnych dwóch przyk≥adach pokaøÍ zastosowanie twierdzeÒ 4 i 5 dotyczπcych stabilnoúci
w sta≥ym czasie do badania stabilnoúci sztucznej sieci neuronowej postaci (2) zapisanej w
postaci macierzowej (40).

Przyk≥ad 26 ([A2] Example 1) Rozwaømy nastÍpujπcπ sieÊ opisanπ równaniem róøniczko-
wym:

yÕ(t) = 0, 25 · 1
t+ 1
(|y + 1|≠ |y ≠ 2|)≠ 0, 3y + 0, 25 · 1

t+ 1
, t ˇ 0. (42)

Powyøsza sieÊ jest stabilna w skoÒczonym czasie (pokazane jest to [A1] Example 17), i co wiÍ-
cej, jest równieø stabilna w sta≥ym czasie ([A2] Example 1), gdyø spe≥nione jest Twierdzenie
4.

Przyk≥ad 27 pokazuje, øe w niektórych przypadkach ≥atwiej jest udowodniÊ stabilnoúÊ w
sta≥ym czasie, korzystajπc z dualnej przestrzeni niø pracujπc tylko przy uøyciu klasycznych
metod. Badanie stabilnoúci sieci neuronowych z niezerowym biasem jest technicznie trudne.
Zastosowanie podejúcia dualnego znacznie u≥atwia to zadanie.

Przyk≥ad 27 ([A2] Example 2) Niech P µ Rn bÍdzie otwartym podzbiorem. Rozwaøamy
sieÊ (40) z dodatkowymi za≥oøeniami co do A, B, h i I. Niech I(t)=

s t
0 I(s)ds i niech A, B

bÍdπ lokalnie ograniczone, funkcja t æ I(t) niech bÍdzie absolutnie ciπg≥a spe≥niajπca (40).
Zak≥adamy, øe dla y œ P zachodzi:

yB(t)h(t, 3y|y|+ I(t))≠ yA(t)(3y|y|+ I(t)) ˛ ≠a(t)|y|3 ≠ d(t)|y|, (43)

dla pewnej mierzalnej, nieujemnej funkcji a(·) i dodatniej d(·) oraz dla d œMB. Zastosujmy
Twierdzenie 5. Niech zatem g bÍdzie funkcjπ, takπ, øe g(0) = 0, g(s) = 1

3s
1
3 oraz niech

W (t, y) = ≠|y|3≠I(t)y. Wtedy Wy(t, y) = ≠3y|y|≠I(t), T (t, y) = 2|y|3. Niech c(t) = 14d(t).
Wtedy nierównoúÊ (14) dla (t, y) œ [0,Œ)◊ P jest postaci:

≠I(t)y + yB(t)h(t, 3y|y|+ I(t))≠ yA(t)(3y|y|+ I(t))+ (44)

+I(t)y +
1
3
c(t)(2|y|3) 13 ˛ ≠a(t)|y|3 ≠ d(t)|y|+ 1

4
d(t)
1
3
· 2 13 |y| ˛ 0.

Zatem na mocy Twierdzenia 5 sieÊ (40) jest stabilna wzglÍdem I(t).
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4.5 Przyk≥ady
Na poczπtku pokaøÍ róøne postaci warunków dostatecznych stabilnoúci jakie moøna uzyskaÊ
przy zastosowaniu dualnego podejúcia do badania stabilnoúci rozwiπzania równania parabo-
licznego(20).

Twierdzenie 28 ([A3] Theorem 6.1) Za≥óømy, øe dla t œ (0,Œ), y œ B(0, 310), x œ  =
B(0, 1)\B(0, 12) zachodzi nierównoúÊ

yf(t, x,≠Wy(t, x, y)) ˛
1
4
(e≠

t
50 + 1) |y|2 e≠|y| (45)

oraz
W (t, x, y) =

1
2
(e≠

t
50 + 1) |x|2 (≠1

2
+
1
2
sin |y|+ 1

2
e|y| ≠ y2e≠|y|),

t œ (0,Œ), x œ , y œ P = B(0, 310). Wtedy rozwiπzanie zerowe równania (20) jest stabilne
w skoÒczonym czasie.

Dowód bazuje na twierdzeniu 21.

Twierdzenie 29 ([A3] Theorem 6.2) Za≥óømy, øe f jest nastÍpujπcej postaci f(t, x, u) =
a(t, x)u + f1(t, x, u), gdzie a(·) : (0,Œ)◊  æ R+ mierzalna,  = B(0, 1) oraz za≥óømy, øe
istnieje mierzalna funkcja d(·) : (0,Œ)◊ æ R+ taka, øe

a(t, x) + d(t, x) >
1
2
, a(t, x) + d(t, x) < 2e≠

1
2 ,

|f1(t, x, u)| ˛ d(t, x) |u| , (46)

dla t œ (0,Œ), x œ  = B(0, 1)\B(0, 12), u œ R i niech W (t, x, y) = (e≠t+1)(1+ 12 |x|
2 |y|2≠

e
1
2 |y|

2), t œ (0,Œ), x œ , y œ P = B(0, 12). Wtedy rozwiπzanie zerowe równania (20) jest
stabilne w skoÒczonym czasie.

NastÍpne trzy przyk≥ady zilustrujπ zastosowanie TwierdzeÒ z sekcji 4.2.2.

Przyk≥ad 30 ([A5] Example 11) Rozwaømy nastÍpujπcy uk≥ad równaÒ
Y
]

[

d
dtx(t) = ≠(1 + t)

2|x| 13x,
d
dty(t) = ≠(1 + t)

2 · 6 13 |y|≠ 16y · y 13 ,
(47)

gdzie X = P = R. Zauwaømy, øe drugie równanie moøe byÊ zapisane w postaci dualnej z
W (t, y) = ≠12 |y|

3
2 i f takπ jak w pierwszym równaniu. Co wiÍcej wszystkie za≥oøenia Twier-

dzenia 11 sπ spe≥nione, np. z c(t) = t
3
2 i g(s) = s

8
10 . Zatem rozwiπzanie zerowe uk≥adu (47)

jest stabilne w sta≥ym czasie.
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Oczywiúcie moøemy równieø zastosowaÊ Twierdzenia 10 oraz 11 do badania stabilnoúci tylko
jednego z równaÒ uk≥adu (15).

Przyk≥ad 31 ([A5] Example 12) Rozwaømy nastÍpujπce równanie:

yÕ(t) = ≠e
ty|y(1 + sin(y2))|≠ 16 (1 + sin(y2))
1 + sin(y2) + 2y2 cos(y2)

(48)

gdzie P = (≠32 ,
3
2). Moøemy zauwaøyÊ, øe powyøsze równanie jest stabilne w sta≥ym czasie.

W tym celu, weümy W (t, y) = 12(cos(y
2)≠ y2)≠ 12 , c(t) = t

3
2 i g(s) = s

8
9 . Poniewaø wszystkie

za≥oøenia Twierdzenia 11 sπ spe≥nione zatem rozwiπzanie zerowe równania (48) jest stabilne
w sta≥ym czasie.

Przyk≥ad 32 ([A5] Example 15) Rozwaømy nastÍpujπce równanie

xÕ(t) = ≠| arc sin(x(t))| 13 sign(x(t))
Ò
1≠ x(t)2, (49)

gdzie X = (≠1, 1). Pokaøemy, øe rozwiπzanie zerowe równania (49) jest stabilne w skoÒczo-
nym czasie. Zauwaømy, øe biorπc W (t, y) = cos(y)≠1, y œ P = (≠fi2 ,

fi
2 ) otrzymujemy dualne

równanie yÕ(t) = ≠|y(t)| 13 sign(y(t)), o którym wiemy, øe jego rozwiπzanie zerowe jest stabilne
w skoÒczonym czasie (por. [22]). Co wiÍcej funkcja W spe≥nia za≥oøenia Stwierdzenia 6, co
oznacza, øe rozwiπzanie zerowe równania (49) jest równieø stabilne w skoÒczonym czasie.

Poniøszy przyk≥ad pokazuje zastosowanie Twierdzenia 14.

Przyk≥ad 33 ([A5] Example 20) Zobaczmy na równanie (49) z Przyk≥adu 32. Wiemy, øe
rozwiπzanie zerowe jest stabilne w skoÒczonym czasie. Rozwaømy dualne równanie yÕ(t) =
≠|y(t)| 13 sign(y(t)) oraz funkcjÍ W (t, y) = cos(y)≠ 1, y œ P = (≠fi2 ,

fi
2 ) spe≥niajπcπ za≥oøenia

Twierdzenia 14. Wtedy ≠Wy(t, y) = sin(y) oraz region atrakcji jest postaci: A = ≠Wy(t,P) =
(≠1, 1).

Kolejny przyk≥ad ilustruje zastosowanie Twierdzenia Weryfikacyjnego z sekcji 4.3

Przyk≥ad 34 ([A4] Example 4) Rozwaømy nastÍpujπce równanie

xÕ(t) = ≠(1 + t)|x| 23 sign(x). (50)

Bazujπc na [22] wiemy, øe rozwiπzanie zerowe (50) jest stabilne w skoÒczonym czasie. Za-
stosujmy Twierdzenie Weryfikacyjne 23 w celu pokazania, øe jest równieø stabilne w sta≥ym
czasie. Niech X0 = (0,+Œ) oraz P = (≠5,≠0.1). Za≥óømy (HV) z p = ≠1, V (t, x0) = x20,
r(z) = 2|z| 56 sign(z) i k(t) = t + 30. Wtedy (37) jest spe≥nione z Z(t, p) = p|p| 13 , y0(t) =
1.1t + 10.5 oraz [t0, F ) = [10, 20). Niech p̄(t) = ≠0.1 + 0.625t

1
10 i x̄0 = 1. Wtedy (38) jest

spe≥nione z y(t) = 1.1t ≠ 1.5. Co wiÍcej (39) jest równieø spe≥nione. Zatem, bazujπc na 23,
czas S(x̄0) = y0(t)≠ y(t) = 12 jest sta≥ym czasem osadzania dla równania (50).
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4.6 Podsumowanie
Przedstawione w ramach osiπgniÍcia habilitacyjnego nowe metody badania stabilnoúci w
skoÒczonym i sta≥ym czasie stanowiπ wk≥ad w dziedzinÍ równaÒ róøniczkowych. Wszystkie
zaprezentowane metody stanowiπ autorskie pomys≥y (poczπtki dualnego podejúcia do bada-
nia stabilnoúci znajdujπ siÍ w mojej pracy [21]). Wszystkie wyniki uzyskane w ramach cyklu
(zarówno dla równaÒ róøniczkowych zwyczajnych jak i parabolicznych) sπ krokiem w budowÍ
nowych narzÍdzi do badania stabilnoúci w skoÒczonym i sta≥ym czasie.
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5 Informacje o aktywnoúci naukowej na innych uczel-
niach

Poniøej przedstawiam informacje o mojej aktywnoúci naukowej zwiπzanej z realizacjπ róø-
nych zadaÒ na innych uczelniach, zarówno polskich jak i zagranicznych.

Uczelnie polskie:

2003-2007: wspó≥praca z prof. dr hab. n. med. Jaros≥awem Kasprzakiem z Kliniki Kardio-
logii Uniwersytetu Medycznego w £odzi, owocem wspólnie prowadzonych badaÒ by≥o m.in.
napisanie sztucznej sieci neuronowej przewidujπcej ryzyko zawa≥u serca (co by≥o tematem
mojej pracy magisterskiej), a takøe dwa wspólne artyku≥y [K1], [K2].

[K1] ”Artificial neural networks are a potential tool for estimating prognosis in coronary
artery disease are standard algorithms suÖcient?” (Jaroslaw D Kasprzak, Anna Michalak,
Andrzej Nowakowski, Jaroslaw Drozdz, Maria Krzeminska-Pakula), JOURNAL OF THE
AMERICAN COLLEGE OF CARDIOLOGY 49 (9) (2007)
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[K2] ”Artificial neural networks are a potential tool for estimating prognosis in coronary
artery disease-preliminary experience” (JD Kasprzak, A Michalak, A Nowakowski), EU-
ROPEAN HEART JOURNAL 27 (2006)

2015: udzia≥ w Ogólnopolskiej Konferencji NaukowejMatematyka i informatyka na us≥ugach
ekonomii, Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu. Tytu≥ wystπpienia:Warunki optymalnoúci
dla alokacji Pareto w nieciπg≥ym modelu ekonomicznym Gale’a.

2016: udzia≥ w Ogólnopolskiej Konferencji NaukowejMatematyka i informatyka na us≥ugach
ekonomii, Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu. Tytu≥ wystπpienia:Warunki wyøszych rzÍ-
dów dla punktów równowagi w nieciπg≥ym modelu Gale’a.

2015-2016: regularne uczestnictwo w comiesiÍcznych seminariach zatytu≥owanych „Mate-
matyczne metody techniki” w Instytucie Matematycznym PAN w Warszawie.

2017: udzia≥ w warsztatach Gry dynamiczne i informacja w grach w Instytucie Matematyki
Stosowanej i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego. Tytu≥y wystπpieÒ: Dualne podejúcie
do problemu stabilnoúci typu Lapunowa oraz Optymalizacja wzglÍdem dowolnych zbiorów pre-
ferencji.

2017: udzia≥ w VII Konferencji Naukowej Modelowanie i Prognozowanie Gospodarki Na-
rodowej na Wydziale Zarzπdzania Uniwersytetu GdaÒskiego.Tytu≥ wystπpienia: Warunki
wyøszych rzÍdów dla punktów równowagi w nieciπg≥ym modelu Gale’a.

2017: recenzent w ogólnopolskim czasopiúmie naukowym „Przeglπd Statystyczny”.

2018: wystπpienie na Seminarium Katedry Ekonomii Matematycznej na Uniwersytecie Eko-
nomicznym w Poznaniu. Tytu≥ odczytu: Dualne podejúcie do problemu stabilnoúci typu La-
punowa. StabilnoúÊ w skoÒczonym czasie. Zastosowania.

2019: udzia≥ w Jubileuszowym Zjeüdzie Matematyków Polskich w stulecie PTM w Krako-
wie. Tytu≥ wystπpienia: Atraktory i drugie dualne podejúcie do stabilnoúci typu Lapunowa.

Uczelnie zagraniczne:

2012-obecnie: wspó≥praca z AMS Mathematical Reviews (MathSciNet) polegajπca na two-
rzeniu skondensowanego opisu wyników róønych badaÒ.

2014: udzia≥ w konferencji SET OPTIMIZATION meets FINANCE w Bruneck-Brunico
(W≥ochy). Tytu≥ referatu: Necessary and suÖcient conditions for a Pareto optimal alloca-
tion in a discontinuous Gale economic model.

2015: udzia≥ w konferencji 27. European Conference on Operational Research w Glasgow
(Szkocja). Tytu≥ referatu: Higher-order conditions for equilibria in a discontinuous Gale eco-
nomic model.
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2016: udzia≥ w konferencji SET OPTIMIZATION for APPLICATIONS w Wiedniu (Au-
stria). Tytu≥ referatu: Applications of set-valued optimization to economic equilibrium theoryl.

2016: udzia≥ w konferencji 28. European Conference on Operational Research w Poznaniu.
Tytu≥ referatu: Higher-order optimality conditions in set-valued optimization with respect to
general preference mappings.

2017: udzia≥ w konferencji ICCAIRO: International Conference on Control, Artificial Intel-
ligence, Robotics and Optimization w Pradze (Czechy). Tytu≥ referatów: A characterization
of Q-minimal solutions in set-valued optimization in terms of radial derivatives oraz Opti-
mality conditions and duality results for a class of diÄerentiable vector optimization problems
with the multiple interval-valued objective function.

2018: pisanie recenzji w miÍdzynarodowym czasopiúmie naukowym Nonlinear Dynamics.

2019: pisanie recenzji w miÍdzynarodowym czasopiúmie naukowym Journal of the Franklin
Institute.

2019: staø naukowy w Katedrze Nauk åcis≥ych i Inøynieryjnych Akademii Wojskowej w
Amadora w Lizbonie (Portugalia) w okresie 24.06-1.07.2019. W czasie staøu aktywne uczest-
nictwo w seminariach badawczych dziedziny równaÒ róøniczkowych zwyczajnych.

2019: udzia≥ w konferencji International Conference on DiÄerential & DiÄerence Equations
and Applications w Lizbonie (Portugalia). Tytu≥ referatu: Attractors and second dual appro-
ach to Lyapunov stability.

Wspólne wyniki referowane by≥y równieø przez prof. dr. hab. Marcina Studniar-
skiego na nastÍpujπcych konferencjach:
2019: referat prezentowany w czasie konferencji 30th EUROPEAN CONFERENCE ON
OPERATIONAL RESEARCH w Dublinie (Irlandia). Tytu≥ referatu: Vector-based robust
eÖciency in uncertain optimization.

2021: referat prezentowany w czasie konferencji EURO 2021, 31th European Conference on
Operational Research (EURO XXXI) w Atenach (Grecja) - uczestnictwo online. Tytu≥ refe-
ratu: Comparison of two higher-order epiderivatives for set-valued maps.

2022: referat prezentowany w czasie konferencji International Online Conference „Current
Trends in Abstract and Applied Analysis” held at Vasyl Stefanyk Precarpathian National
University w Ivano-Frankivsk (Ukraina). Tytu≥ referatu: Optimization with respect to gene-
ral Preference Mappings.

2022: referat prezentowany w czasie konferencji Computational and Mathematical Methods
in Science and Engineering & International Conference in HPC w Cadiz (Hiszpania). Ty-
tu≥ referatu: Necessary optimality conditions in terms of the Minkowski diÄerence of sets.
Applications to uncertain optimization.
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6 Informacje o osiπgniÍciach dydaktycznych, organiza-
cyjnych oraz popularyzujπcych naukÍ

OsiπgniÍcia dydaktyczne

• 2011 - obecnie: prowadzenie zajÍÊ dydaktycznych (wyk≥ady i Êwiczenia) na Wy-
dziale Ekonomiczno -Socjologicznym U£. Koordynator przedmiotu „Matematyka” na
kierunkach Ekonomia (studia stacjonarne i niestacjonarne), Finanse i Biznes miÍdzyna-
rodowy oraz MiÍdzynarodowe Stosunki Gospodarcze. Opracowanie autorskiego skryp-
tu i zestawu zadaÒ do tego przedmiotu. Koordynator przedmiotu „Matematyka 1”
na kierunku Ekonomia (studia stacjonarne i niestacjonarne). Prowadzenie przedmiotu
„Algebra liniowa” dla kierunków Analityka Gospodarcza oraz Informatyka i Ekonome-
tria. Koordynator przedmiotu „ Sieci neuronowe w prognozowaniu zjawisk spo≥eczno-
gospodarczych” na kierunku Ekonometria i Analityka Danych. Prowadzenie semina-
rium magisterskiego na kierunku Analityka Gospodarcza.

• 2013-2015: opiekun naukowy grupy studentów kierunku zamawianego „Analityka Go-
spodarcza – studia z przysz≥oúciπ” na Wydziale Ekonomiczno-Socjologicznym.

• 2019: promotor pracy magisterskiej pt. „Prognozowanie cen akcji z wykorzystaniem
sztucznych sieci neuronowych” autorstwa studenta kierunku Analityka Gospodarcza,
Uniwersytet £ódzki.

• Udzia≥ w szkoleniach i kursach majπcych na celu doskonalenie umiejÍtnoúci dydaktycz-
nych:

– 2007-2008: kurs kwalifikacyjny pedagogiczny dla czynnych zawodowo nauczycie-
li.

– 2019-2020: kurs „ Academic English” w ramach programu „BUILD UP: BUDO-
WANIE KOMPETENCJI KADRY AKADEMICKIEJ”.

OsiπgniÍcia organizacyjne

• 2012, 2016: sekretarz Ogólnopolskiej Konferencji Dydaktycznej organizowanej przez
Instytut Ekonometrii i Instytut Statystyki i Demografii Uniwersytetu £ódziego.

• 2013-2022: budowa i administracja stronπ internetowπ dla Katedry Ekonometrii, Wy-
dzia≥u Ekonomiczno-Socjologicznego Uniwersytetu £ódzkiego.

• 2014: praca jako cz≥onek w Komisji Rekrutacyjnej naWydziale Ekonomiczno-Socjologicznym.

• 2018-2020: przydzielanie obciπøeÒ dydaktycznych w Katedrze Ekonometrii U£ oraz
koordynowanie prac nad obciπøeniami na poziomie Instytutu Ekonometrii U£.
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